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In dit document geven we een aantal detailuitwerkingen van opgaven
uit §A.12, Sferische oplossing.

1 De Laplace-operator V2 in poolcodrdinaten.

We willen de V2-operator (:88—;2—1—5—;—1—59—;) omzetten naar poolcodrdinaten
(r,9, ). Zie bladzijde 257. Dit kan op verschillende manieren. Heel elegant
kan dit via de theorie van covariant differentiéren uit de differentiaalmeet-
kunde. Zie hiervoor de §7. Hier gaan we het ‘met de hand’ doen.

We gaan daarbij uit van (A.106) op bladzijde 265:

% sin ¥ cos % cosveosy —igs Siln g sSing %
91 = | sin¥sin L cos9sin L 2
dy - w5y ¥ 7sing COS¥ o
) _1g; 9
5 cos ¥ - sin® 0 55
We schrijven dit expliciet uit:
0 g 1 0 1 0
% sinm?cosgoa + ;cosﬁcos 90879 — msing;% (1)
0 o 1 0 1 0
B = sinﬁsincpa + ;cosvﬂsingpa—ﬂ + mCOS@% (2)
0 o 1 0
i — 9— — Zsingd— 3
5% costz - — —sind o (3)

Om nu bijvoorbeeld 88722 uit te rekenen moeten we de operator uit de eerste
regel hierboven twee keer toepassen. Aangezien het om 3 termen gaat
krijgen we dus in totaal 9 combinaties. Laten we eens een voorbeeld nemen,



de eerste term eerst en dan de tweede:

. 0 (1 0
sin 1 cos (‘OE (r cos ¥ cos (p%>
82
orod

82

orov

1 0 1
=sinv cosp [2 cosﬂcosgow] + sin ¥ cos ¢ [ cos v cos
r r

o 1
= —— sind cosp cosJ cos p_— fsmﬂcosgocosﬁcosap
T oY
62
orod
U ziet deze twee termen staan in de laatste kolom van tabel 1 in de rij
(1,2). Dit zijn dan slechts 2 van de 41 termen die er in het totaal zullen
ontstaan. Het is dus verstandig om deze rekenpartij heel systematisch op

te zetten. Ik ga dat op de volgende wijze aanpakken. Als voorbeeld neem
2
ik de berekening van % Eerst schrijf ik (1) als volgt op:

1 1
= rQsmﬁcosﬂcos 80819 fsmﬁcosﬁcos ©

0 0 0 0
%—Amra +Am98 +Ax¢a :Ozr+ox19+0x<p
Bedenk dat O operatoren 21Jn dus dat zij niet persé hoeven te commuteren.

Bij het ultschrljven van % ontstaan er dus, zoals gezegd, 9 combinaties.

In tabel 1 hebben we voor elke combinatie een rij opgenomen. Bijvoor-
beeld weer de combinatie (1,2). Dat betekent dat we het operator product
053109 = Am% [Aw 8%] willen uitrekenen. In de eerste kolom berekenen
we dan eerst zorgvuldig % [Aw 8%] met behulp van de productregel:

D11 oo ] — 1 eosteosn? + ey
T’COS COSQOaﬁ = T‘QCOS COS(pa’ﬂ TCOS COS @

or orod

Dit vermenigvuldigen we dan met A, = sin®¥cosy en zetten dat in de
laatste kolom:

2
sin ¥ cos ( :2 cos ¥ cos goaaﬁ 1 cosz?coswaaaﬂ>

62

orov

1 1
= —ﬁsmﬁcosﬂcos (’0819 fsinﬂcosﬂcos%p



We berekenen de termen van

82

0z
1: Oy = sindcos p— = AW2
or or
2: Opy = % cos Y cos goaaﬁ = Amgaaﬁ (4)
3: Ogp = _rsilnﬁ sin @E)acp = Am;

Differentiaal toegepast

vermenigvuldigd met factor A,

il : 0° f 02 2 82

111 % 8111790084,06 81(1;1 U cos® o5
P 2

211 55 cosﬁcosg@a —I-sm'ﬁcosgoaraﬂ - cos” ¥ cos <p8f+fsm19cosq9cos (paraﬂ
311 % —smz?smtpa —i—smﬁcosgparaw %sin2g03 — %smgpcosgparw

0 1 1 2 2, 02
112 % —Tcosﬁcoscp?—i—;cosﬁcosw%w — -z sind cos v cos wa—ﬁa—l—fsm'ﬁcosﬁcos (paraﬁ

g 1 T 2 1 2

212 59 —;smz?cosgo%%—;cosﬂcosgo@ ——smﬂcosﬂcos 4,0%4- cos? 1) cos? @8219
3|2 % —% cosz?singo% +1 cosﬁcosgaa‘g—&p L cot 19 sin? gp— - = cotz?smgocosgow&p

R 1 1 1 1
L1335 msmgp—— P smgodr&p QT—gsmcpcosgo%—fsm(pcoscpm

o) 1 1 cos“ ¥ cos vV
2|3 35 | 757y cosVsin ga— Sl sm«paﬁaw 5325 SINL( COS <p— — gas 51n<pcos 90619&0

d 1 1 1
313 95 —sing COS gp— — o smgp(9 5 g sin  cos go% + 25y sin? @87@2

Tabel 1: Berekening van 2

2
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We berekenen de termen van 97

1: Oy = sin 4 sin Yo
1 0

2: Oy = - cos ¥ sin Y59
1 0

30 Oy rsind o8 gp%

Differentiaal toegepast \

vermenigvuldigd met factor A, .

11| 4 sin ¢ sin @8‘9:2 sin? ) sin? gocf?:

211 8% com%lngpa +51n1951ng08r819 %COS2?98111290% fs1n1900$19$1n 908 819
3|1 % sin 1 cos gpa + sin 9 sin War&p %0052 gp% + l ~ Sin ¢ cos gpaf&p

112 % —T%cosﬁsmgoa—ﬂ fcom?smcpa a0 —T%sinﬁcosﬂsiﬂgoa—ﬂ 7511129CO§1951H 908 819
212 a% —%silrn&‘si]acpa%4—7(30515‘51ngp§219 —T%SinﬁcosﬂsiHnga%—i—:g cos? 1 sin? 4,06219
312 % %cosz?cos <pa% + = cosﬁsmgom 1 cot 19 cos? 4,08% + 2 cotﬁsmcpcosgoaﬁa@
113 % —Tgslmﬂcosw%+milnﬂcos<p% —isincpcos¢%+l51n<pcos<pm
213 % —m cos ¥ cos gp% —L cos gpdgg ngjﬂfﬁ sin ¢ cos 90090 + ngfjﬁ sin @ cos cpdﬁd
3|3 % —msing@%+m}nﬁcos¢£p —msmg@cosap%+rzsin2ﬁcos gpa—:g

Tabel 2: Berekening van 68722




92
We gaan nu de termen van % berekenen.

1: O, = (305192 = Azr2
or or (6)
© Ve m o TSRy T gy

\ \ H Differentiaal toegepast \ vermenigvuldigd met factor A, ‘

111 % oS 19(%22 cos? 19(.%22

2|1 8% —sinﬂ% +cosz9% %sin2 19% — %sinﬁcosﬁaf—;9
112 % T%sinﬁa% — %sinﬁaf—;ﬁ 7%S.inﬁcosﬁa% — %sin'ﬂcosﬁaf—;19
2192 8% —%cosz?a% — %sinﬁaa—; r%sinﬁcosﬂa% + r%siHQ 19%

Tabel 3: Berekening van 68722

We verzamelen nu alle termen en organiseren die per differentiaal: Uit

‘ rijen resultaat voor 3‘9722 + g—; resultaat voor 88722

% 2.1en 3.1 %COSQ’l?-l—% %sinQﬁ
8% 1.2,2.2en 3.2 —T% sin ¥ cos ¥ + T%cotﬁ T%sinﬁcosﬁ
& | 13,23en33

5?722 1.1 sin? ¥ cos? 9

2 N -

672‘2’9 2.1en 1.2 2 sin 4 cos ¥ —2sin ¥ cos ¥
ag@ 3.1en 1.3 1 : -

65922 322€f23 =5 cos” 9 - sin” 9
agg)(p . . 1

952 3.3 —og

Tabel 4: Samenvatting voor 6‘9—; + 88—;2 (kolom 3) en 68—; (kolom 4)



de laatste twee kolommen kunnen we nu het resultaat aflezen:

9 20 19 1 o) IR

2l oL —— L
8T2+T8T r? 3192+T2 0 819+r2sin2198<,02 (7)

V2
Dit is nog niet helemaal wat er in de boeken staat en wat we hadden
voorspeld. Stel dat we even geen boek kunnen vinden om te spieken (en
zo te checken dat het klopt), maar we weten nog wel dat de eerste twee
termen (met de afgeleiden naar r) samengenomen waren. Het idee is dat
deze termen ontstaan zijn door de product regel toe te passen op iets van
de vorm %[a(r)%]:

; [a(r)g] — a,(r)a(f2 + a’(r)aar

Als we dit vergelijken met de eerste twee termen van (7) dan zien we dat
we graag zouden willen dat de verhouding tussen a’(r) en a(r) gelijk moet

zijn aan %:
a(r) 2

a(r) r

Nu is dit een differentiaalvergelijking. Misschien dat u de oplossing zo ziet.
U kunt ook bijvoorbeeld a(r) = r™ proberen (dat werkt, en dan blijkt n = 2
te moeten zijn). Het kan ook deftig als volgt:

i[ln(a(r))] _2 = In(a(r) =2In(r) = a(r)=Cr?

dr r

Dus dit brengt ons op het idee om het volgende te bekijken:

d (8 5 B,
ar(r m)”arz“rar

Dus kunnen we concluderen dat de eerste twee termen van (7) als volgt zijn

te schrijven:
02 20 10 (,0
697“2+T87“_7"2((97“(T ar> ®



Iets soortgelijks doen we voor de 3-de en 4-de term van (7). Die hebben te
maken met de afgeleiden naar ¥/. We proberen hier:

0 0 0? sy O
39 [b(ﬂ)(%‘] = b(ﬂ)w +0b (19)%
Aan (7) zien we dat we graag zouden hebben dat:

b' () __cos?

b(v) MY Snw

Dan is er niet veel fantasie voor nodig om te zien dat b(¢) = sin ¢ een goede
keus is. Dan hebben we:
0

O (002 —sin0 4 cosn
819 S1n = Sin 8’192 COS 8’[9

Dus ook (hebben we straks nog nodig):

1 0. ,0 0? 0
Sin’ﬁ% (Sll’l'ﬂ) = w + cot ’1987’19 (9)

Dan worden de 3-de en 4-de term van (7) samengevoegd tot de volgende
term:

1o 1 0 1 8( 8> (10)

Z - = " (gn9—=
r2 092 2 ¢ oY r2sind OV St
Al we nu (7), (8) en (10) combineren dan krijgen we dus eindelijk (na 7
bladzijden rekenen):

s 10 (5,0 1 9 (. ,0 1 92
- () (sl ) 2 | (11
v 2ar \| or * 2sind 09 \> 80 + 72 sin? ¥ Op? (11)

2 Oplossen van P vergelijking

We pakken nu de differentiaalvergelijking (A.100) op bladzijde 262 aan:

% [(1 —wQ)jﬂ = <1Ti}2 — A) P (12)

8



Voor m = 0 kan deze vergelijking opgelost worden door reeksontwikkeling.
Voor m > 0 gaat dit niet rechtstreeks. We gaan nu in het algemeen proberen
een oplossing te vinden van de vorm:

w[3

Pw)=(1—-w?2L(w) met m>0

De hoop is dat we een reecksontwikkeling kunnen vinden voor L. Hoe het
idee ontstaat om deze vorm van P(w) te proberen ziet u in §6.

Invullen. Neem voor het gemak even:
Gw):=(1- w2)% = G = —2w%(1 — w2)%_1 = —muw(l — w2)%_1
Dan P = GL en dus:
P =GL+GL = —mwl—-uw?)'P+(1—-w?)>L
ook:
(1 —w?)P' = —mwP + (1 —w?) 21/
En dan linkerkant van (12):

4

dw

=-—-mP + m2w2(1 — w2)_1P —muw(l — wQ)%L’ —w(m+2)(1— wQ)%L/
+(1 - w2)%+1L//

= —mP +m*w?(1—w?)'P—2w(m+1)(1 —w?)2 L' + (1 —w?) 2+

(1= w?)P'] = —mP — mwP' — 2w (% +1) (1= w?)E L+ (- ) FHL

We brengen de rechterkant van (12) naar links. De tweede term hierboven
combineren we dan met de eerste term:

m2

1 — w?

m2w2(1 _ w2)—1P _ P = m2(w2 _ 1)(1 . w?)—lp — _m2P



Dus de vergelijking wordt nu:
—mP —m?P —2w(m+1)(1—w?)2L +(1—w?)2 'L+ AP =0

Dan komt nu de grote opluchting. De factor G = (1 — wz)% is vervelend
als we naar een reeksoplossing willen, maar we kunnen deze eruit wegdelen
(P wordt dan L):

—mL —m?L —2w(m + 1)L + (1 —w?)L" + AL =0
Oftewel:

AN=mm+1D}L—2(m+DwLl + (1 —w?*)L" =0 (13)

Reeksontwikkeling. Hier gaan we dan een reeks invullen.
L(w) = Zaiwi = Lw) = Zaiwi

L'(w)zzmiwi_l = wl(w) = Ziaiwi

= L'(w) = > (i+2)(i+aow’
=0

Als we deze reeksen invullen bij (13) en we kijken naar de coéfficiént van
w', dan krijgen we:

{A=m(m+1)}a; —2(m+ 1)ia; + (i +2)(i + 1)ajpo —i(i — 1)a; =0
(14)

10



We verzamelen de factoren die voor a; staan:
{A=mm+1)} =2(m+1)i—i(i —1)
=X—m(m+1)—2mi—2i—i®+i
=A—m(m+1) —2mi —¢*
=A—m(m+1)—2mi—i(i+1)

—1

Dus (14) leidt tot de volgende recurrente betrekking:
m(m+1)+2mi+i(i +1) — A
(t+2)(i+1)

De verdere procedure lijkt nu veel op die van de harmonische oscillator.
Zie bladzijde 222 van het boek. Het lijkt erop dat we ag en a; vrij kunnen
kiezen en dan staat de rest van de serie vast via (15). En in feite is er weer
sprake van een even reeks (die begint met ag : ag + asw? + aqw* + .. .) en
een oneven reeks (die begint met a; : ajw+azw? +asw®+...). We moeten
kijken naar het geval dat één of beide van deze reeksen niet eindigt. Laten
we alleen naar de even reeks kijken. Er geldt:

Aj42 = (073 (15)

) +2mi+i(i+1)— X 22—\
m(m + 1) + 2mi + (i + 1) ~ ! —1 als 71—

(i+2)(i+1) T
De reeks gaat dus lijken op 1+ w? 4+ w* +.... Gelukkig herkennen we die,
want we kennen de reeks 1 +z + 22 + - = ﬁ, dus
1
2 4 _
1 +w +w +-= 1_7102

Als w in de buurt van +1 komt dan wordt dit oneindig. Aangezien w = cos ¢
gebeurt dit als 9 dicht bij 0 of 7 ligt. Dit is onacceptabel dus moet de reeks
eindigen. Dat betekent weer dat de teller van (15) op een bepaald moment
0 moet worden, zeg bij ¢+ = k. Dus dan is

A=m(m+1)+2mk + k(k+1) voor een zekere k=0,1,2,... (16)

Het getal k is even of oneven. In het eerste geval breekt de oneven reeks
niet af en moet dus helemaal 0 zijn en andersom. De oplossing is dus een
veelterm van graad k.

11



Introductie van [. We kijken nog nauwkeuriger naar de uitdrukking
voor A bij (16). Daarbij hebben we in het achterhoofd dat we graag naar
iets van de vorm [(l + 1) willen

A=m(m+1)+2mk+k(k+1)=m(m+ 1)+ mk+ mk + k(k+ 1)
=mm+k+1)+k(k+m+1)=m+k)(m+k+1)

Dus als we nemen:
l:=m+k

dan hebben we inderdaad A = [(I + 1).

Conclusie. De acceptabele oplossingen voor vergelijking (12) zijn (op een
constante na):

Geassocieerde Legendre-functies

[m|

Pyp(w) =(1— wz)TLl|m|(w) met [ en m geheel en 0 < |m| <1

Hierbij is Ly, dus een veelterm van graad [ —[m|. Als m even is dan is Py,
zelf ook een polynoom. Met behulp van (15) kunnen we een aantal voor-
beelden van deze Legendre-functies berekenen. Als u de officiéle standaard
wilt hebben moet u de volgende keuze voor a;_|,, maken:

(20)!
U=lm| = ST

We beginnen dan dus bij de hoogste w-macht: al_|m|wl_|m| en dalen dan
af via de omgekeerde van de recurrente betrekking (15):

(i+2)(i+1)
(m+i)(m+i+1)—i(1+1)

a; = Ai42

Op internet kunt u makkelijk voorbeelden vinden.
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3 Opgave 1. Impulsmomentoperatoren

Bereken de impulsmomentoperatoren I:x, jly en I:Z in termen van de
poolcosrdinaten met behulp van (A.106).

Zie in het boek (A.91) op bladzijde 257 voor de definitie van de transfor-
matie naar poolcodrdinaten. Verder gebruiken we de uitdrukkingen voor

6% en dergelijke zoals vermeld in (1), (2) en (3). Hier gaan we:

De operator L,.

0z y
Dus
[ 0 0
Ly = y— — 2
h Y52 z@y
. . o 1., 0
= rsin¥sing <cos 195 - Slnﬁw>
. .0 1 .0 1 0
—rcos v <s1n1951n ™ + - cos ¥ sin Y55 + g ° SO&,@)
= —sin?¥Ysin gpaaﬁ — cos? ¥sin cpaaﬂ — cot J cos cpa(?p
= —sin g—cotﬁcos i
- o9 rr
Resultaat:

L, =ih (sin cp% + cot ¥ cos @a(?p)

De operator ﬁy.



[ 0 0

AT far e
= 9 [ sind 9 + ! v o1 in 9
= rcos? |sindeospo 4 costeospog — s Sp&p

. o 1. .0
—rsind cos ¢ <cos 295 . sin 19819)
= cos? 9 cos gp% — cot 9 sin 8068@ + sin® 9 cos <,0%
= cos 9 cot ¥ sin 9
- ¥ Yo,
Resultaat:

L, =ih <— cos 9059 + cot ¥ sin ¢§p>
De operator L..

ﬁzzfﬁy—ﬁﬁxz—ih<$a—ya>

oy oz
Dus
7 0 0
L, o= oy
h x(?y &
= ind in 4 sin 2—|—1 ¥ sin E_‘_ 1 i
= rs cos | s S 8087" rCOS S cpaﬂ rsinﬁcos%pago
—7sin ¥ sin sin 1 cos 2—Flcosﬂcos ﬁ—il sin g
7 Yor T 7 Y99 rsinv 908@
= cos? i+sin2 i_i
a ior Yoo~ Oy
Resultaat:
~ ) 0
L,=—ih—
dp
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4 Opgave 2. Afgeleide operatoren

Bereken de operatoren L2 = L2 + L2 + L2 en L+ in termen van de
poolcodrdinaten met behulp van (A. 107)

De factor ih is wat vervelend in lange berekeningen. Daarom schrijven we
de resultaten van de vorige opgave even als volgt op. Impuls operatoren in
poolcoordinaten:

—%ﬁx = sin cp% + cot ) cos gpaa(p (17)

—%ﬁy = —cos gp% + cot ¥ sin @Oagp (18)
Q. 0

i o= -2 1
. 9 (19)

Berekening L?. Neem aan beide kanten kwadraat van (17):

d 9>
P 2 — 1 J— J—
h2L (ﬂng@aﬁ—l-cotﬁcosgpaw)

= singoa (sincpa>+singoa <cot19coscpa>
B v v v Do

+  cotdcos i sin 2 + cot ¥ cos i cot Y cos i
o, MM P9 Yo, Yo,

= sin® p—s o —sinp——75— L cos g@g + sin ¢ cot ¥ cos p——— 0
09? sin? ¥ 0y 0Y¥0yp
0 0?
2 Y .
+ cotdcos Y55 +cotﬁcosgosmgoaq9&p

ok 0
+ cot? 1 cos? YA s — cot? 9 cos psinp—
dp 0y

15



Nu praktisch hetzelfde voor ﬁz Neem aan beide kanten kwadraat van (18):

|

|
t~

I

|

0 A
raly = (— COS P g —i—cotq?smgo&p)
0 0 0 i 0
= —COS QD% <— COS SO&?) — COS QO% <C0t19$ln¢&p>

+ cotdsin 3 — COS 3 + cot Y sin i cot ¥ sin g
Yo, T o0 Y0

= cos® 8—2+cos 1
- Y o0 Y

. ) 0
m S1n 90% — COS cot ?9 Sin @m

82

090y

0
+ cot¥sin? @% — cot ¥ sin p cos ¢

0? 0
+ cot?¥sin? p—— + cot? ¥ cos psin p——
0p? Do

We gaan nu de som van beide bovenstaande uitdrukkingen uitrekenen en
daarmee dus —#I:Q — —LQ Ze bevatten allebei 7 termen. Kijken we
bijvoorbeeld in beide ultdrukkmgen naar de tweede term dan zien we dat
deze tegen elkaar wegvallen. Dit geldt ook voor de 3-de, 5- de en de 7 de. De
som van eerste termen worden eenvoudig -2 3 192 immers sin? ¢ + cos? ¢ = 1.
Ook de vierde en de zesde termen leveren iets op. Zo zien we dat geldt:

——(L2 + LQ) a—Q + cot 192 + cot? ﬁa—Q (20)
h? 09?2 09 0>
Als we tenslotte van (19) beide kanten kwadrateren dan krijgen we:
——LQ 02
B2 F 8@
Tellen we dit op bij (20) en gebruiken we ook (9) nog dan krijgen we:
L o2y a9 2y 0? 0 9 0?
— L+ I+ L) = g+ cotd s + (cot 0 + 1)&0
1 0 sing 0 n 1 9?
sind 9V o sin? ¥ 0p?

16



Hierbij hebben we ook nog gebruikt dat
cos2¥  sin?9 1

cot9? +1 = —
sin29 = sin?9  sin?9

Het resultaat is nu:

) 12 B 1o
2 g2 O (90 9
h [sinﬁ 90 <Sm19819> + sin2198<p2}

En hiermee hebben we (A.108a) dus te pakken.

Berekening f/+. We berekenen ook maar gelijk L_. We herhalen de
impuls operatoren in poolcodrdinaten. Vermenigvuldig (17) en (18) daartoe
met i

- . .0 0

L, = 1h (sm gpa—ﬁ + cot ¥ cos <p(9g0>
. 0 . 0

L, = ih <— cospo s + cot ¥ sin wa@>

Op basis hiervan L uitrekenen:

(.0 0 0 . 0
=1 smgoa—ﬁ—kcotﬁcosgo% F —cosg0%+cotz981ng0%
= (£ cosp + isin )g—kcotﬁ( sin ¢ + ¢ cos )2
= 2 Yoy Fsmep 2 Do

0 d
= +(cos p £ isinp)— + icot ¥(Lisiny + cos p)—

oY Oy
~ 0 .0 - 0 0
+ip . +ip +ip .
=e :l:aﬂ—i—zcotq?e 8@—6 <i819+m0t19&p>

We verkrijgen dus het resultaat (A.108b):

. . 0 0
= he™ ([ £— 4+ -
Ly = he <i819+m0m98<p)

17



5 Opgave 3. [:+ op voorbeelden.

Laat de operator ILF uit (A.108b) los op de functies Yag, Y21 en Yoo
uit de voorbeelden (A.103).

De voorbeelden zagen er als volgt uit:

Yoo = 3cos?d—1
Yy, = sindcosde’?

Yoy = sin®9e'??

Hier moeten we dus de operator

Ly = he' <£9 + i cot ﬁi)
op loslaten. en we verwachten (hopen) dan dat we, via de ladder, van
Yog — Yo1 — Yoo — Y59 — 0 zullen klimmen. Vooraf is goed om op te
merken dat we iet persé precies op de functie uit hoeven te komen. Als
het een constante scheelt is dat niet erg. Het gaat er immers om dat het
resultaat de verwachte eigenwaarden zal hebben. Om dezelfde reden passen
we steeds %IAUF toe in plaats van I:+ zelf.

Het geval Ysg. De functie Yog hangt niet van ¢ af dus in feite hoeven we
alleen maar naar 9 te differentiéren en te vermenigvuldigen met e*:

1. 0 ,
%LJ’_}/QO = e“”%(?) cos’ 9 — 1) = e . —6sin1 cos ) = —6Yay

Klaar!

18



Het geval Y5;.

1

hﬁ+Y21 = ¢ <8 + i cot 196> sin ¥ cos Ye'?

oY Oy
_ e“"{ei“’(— sin 9 + cos? 1) + i cot ¥ sin ¥ cos 1%6"“’}
= 2¢{—sin® ¥ + cos® ¥ — cos® ¥}

= — SiIl2 19€Z2<‘0 = —Y22

Klopt dus.

Het geval Yos.

1

hﬁ+Y22 = € (8 + i cot 196> sin? Ye'?¥

oY Oy
= ¥ {e™¥2sin¥ cos V) + i cot ¥ sin® ¥2ie'??}
e3?{2sin1 cos ¥ — 2sin cos ¥V} = 0

Aan het eind van de ladder!

6 Opgave 4. f)+ op P.

Laat de operator f)+ werken op de functie P(cos?). Doe dit nog-
maals op het resultaat. Ziet u het patroon ontstaan? Zo, ja, wat is
de uitdrukking voor L, (w) in termen van Ljy(w) = P(w)?

1. o 0 0
—L. P = Y| —+i — | P )
5L+ (cos ) e <819 + i cot 19&0) (cos )
—_ ip — P /
e (%QP(COS 9) e'? sin Y P’ (cos )
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Op dit laatste resultaat passen we %fur nog een keer toe:

1. . . .
ﬁLJr{—ew sin P’ (cos )} = —e'? <£9 +icot 296690) e'? sin 9 P’ (cos )
= —e"?{e"[cos VP’ (cos¥)) — sin® 9P”(cos ¥)] — i cot Pdie’? sin ¥ P’ (cos )}
= —e"®?{[cos ¥ P’ (cos ) — sin® 9 P" (cos ¥)] + cos 9P’ (cos )}
= 2% sin” 9P (cos )
U kunt het nu nog een keer doen, maar we kunnen ook vast gokken dat het
patroon is:

1. \™ -
(hL+> P(cos?) = (—1)™e™ sin™ 9 P™ (cos ¥) (21)

en het nu vervolgens met volledige inductie naar m bewijzen:
1. m+1 1. 1. m
<hL+> P(cosv) = ﬁL+ <hL+> P(cos )

1- :
= ﬁLJr [(—l)me”’“" sin™ 9P (cos 19)}

— (1)l . ime (i.m (m)
(=1)™e (—&9 + i cot 19—890) [e sin™ ¥ P'"™ (cos 19)]

. o r . 0T,
— (_1\mip me oim (m) . ime o;.m (m)
(=1)™e {819 {e sin™ 9P\ (cos 19)} + icot 19680 [e sin™ 9 P\"™ (cos 19)} }

= (—1)meiP{e™m? [m sin” 19 cos 9 P™ (cos ) — sin™ 1 9P (cos 19)]
+icot 9 ime™? sin™ 9 P™ (cos )}
= (—=1)"ee™? {msin™ " 9 cos 9P (cos ) — sin™ T 9P (cos )
—cos® msin™ 9 P™ (cos V) }
= (—1)meimtle {— sin” 1 9 P (cos 19)}
= (—1)m+1ei(m+1)“’ sin™ 1 g pm+1) (cos )

Dus inderdaad geldt (21) ook als we m vervangen door m + 1.
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Welke conclusie kunnen we nu uit dit patroon trekken? Welnu: we wis-
ten, via de laddermethode uit §A.11 dat als we i}+ m keer op een oplossing
Yo loslaten, dan krijgen we iets met eigenwaarde mh, dus iets dat we Y},
zouden willen noemen en deze functie heeft de gedaante:

Y (9, ) = €™ Py, (cos ¥)

Vergelijken we dit met de rechterkant van (21), dan zien we dat (we negeren
de constanten h en (—1)™) we hebben:

Py (cos9) = sin™ 9P (cos )

Bedenken we nu dat cos® = w en dus dat sin® = v1 — cos2 ¢ dan zien we
dat )
P (w) = (1 —w?)2™P™ (w)

waarschijnlijk een goede gok is voor de oplossing van de vergelijking (A.100)
op bladzijde 262 (in dit document (12)).

7 De Laplace-operator V? herbezocht.

In deze paragraaf een uiterst korte schets hoe we tot de formule voor V2
in poolcodrdinaten kunnen komen via een compact argument uit de diffe-
rentiaalmeetkunde. Het idee is dat we een zogenaamde metriek hebben.
Officieel is dat een (0,2)-tensor.

Deze tensor definieert een afstand ds tussen twee punten P en (). In
het geval dat we coordinaten hebben gekozen, kun je deze afstand ook

uitdrukken in een matrix van getallen. Dan is P = (a!,... ,xN) en ) =
(z' +dat, ..., 2N +dz) en ds wordt bepaald via de formule
ds? = g, dadz” (22)

De rechterkant van (22) wordt ook wel een lijnelement genoemd. Hierbij
is g, een N bij N matrix, waarvan de elementen kunnen afhangen van
de codrdinaten. Er wordt gesommeerd over de indices p en v: de Einstein
sommatie conventie. Verder noemen we de determinant van deze matrix g.
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Nu is (22) erg abstract dus we geven twee voorbeelden. Ten eerste
de gewone rechthoekige (orthonormale) codrdinaten (z,y, z) (dus N = 3).
De afstand tussen twee dicht bij elkaar liggende punten is dan, volgens de
driedimensionale Pythagoras:

ds? = da? + dy? + d2? (23)

De 3 bij 3 matrix g, is in dit geval dus heel simpel:
1 00
uv = 010 (24)
0 01

En de elementen hangen niet eens van de codrdinaten af. Verder is hier
g=1.

Ons tweede belangrijke voorbeeld komt natuurlijk van de poolcotrdina-
ten. Zie hiervoor weer figuur A.15 op bladzijde 257. Deze codrdinaten zijn
wel orthogonaal, de assen staan loodrecht op elkaar, maar niet orthonor-
maal. Als we r variéren (en ¢ en ¢ vasthouden) dan gaat de afstand (s)
evenredig mee ds = dr. Als we ¢ variéren, dan zien we dat ds=rdd. En
tenslotte variéren we ¢: ds = rsind dp. Dus het lijnelement wordt nu:

ds? = dr? + r2d¥? + r? sin? 9 dy? (25)
Dit komt overeen met de matrix!:

1 0 0
guw =10 r2 0 (26)
0 0 r2sin?¥

Sommige van deze elementen (gog en gs3) hangen nu dus wel van de codrdinaten
af. Verder is nu g = r*sin? ¥ en dus V9= 2 sin ¥,

Stel nu dat V# een (contravariant) vectorveld is. Dat wil zeggen dat
de componenten op een bepaalde manier transformeren, als we overgaan

'Het feit dat het weer een diagonaalmatrix is hangt samen met de orthogonaliteit.

22



op andere codrdinaten. Men kan nu bewijzen dat de uitdrukking (weer
sommeren over )

19 .
T VI (27)

een scalarveld is. Dat wil zeggen: dit is een functie van de cotérdinaten en
de waarden hangen niet af van welk codrdinaatsysteem je kiest. In feite
komt dit overeen met V - V. Laten we maar eens kijken naar de (z,y,2)
codrdinaten. Dan was g = 1 dus wordt (27):

0 0 0 0 R
— (VM) =—V*+ VY4 —V*=V.V 28
8:5/‘( ) Oz + oy + 0z (28)
Maar nu willen we naar V2u toe, waarbij u een scalaire functie is. Bekijken
we nu %7 dan lijkt dat een vectorveld

o] 0 0
(5 5 %) (29)
de rol van V* goed zou kunnen spelen. En voor de poolcotrdinaten:
0 o] 0
(% % %) (30)

Als we in het geval (29) dit vectorveld voor V# nemen, dan komen we goed
in de buurt want als we dat invullen in (28) dan krijgen we inderdaad V2u.
Maar in dit geval gaat het (door de eenvoud van de (z,y, z) codrdinaten)
toevallig goed.

De complicatie zit ‘'m in de vraag wat voor soort vector we krijgen als we
de gradiént van u nemen, zoals in (29) en (30). Het blijkt dat het hier dan
zogenaamde covariante vectoren betreft. Daarom hebben we die bewust
als een rijmatrix geschreven. Maar nu kunnen we van een covariante vector
een contravariante vector maken met behulp van de matrix g,,, of beter
met de inverse van die matrix, die we dan met boven indices schrijven: gH”.
Dus we nemen:

ou

VH = g T
g oxV
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Laten we dit eens doen voor de poolcoordinaten:

du
1 0 0
or
i w9 (ow ow ) g o1 g | 26w
g ozv _ \or 39 Iy 72 : = 28198
U
0 0 r2 sin? ¥ r2sin2 9 Op

Dan komt nu de finale: we vullen dit in bij (27) met /g = r?sin ¥:

1 0
- 9 VH
r2sind dxt (7SO V) =

1 0 ou 0 1 ou 0 1 ou

- e N Bl A 9 — - YUy
r251n19[87“(r sind or )+ 819(T sind 2819)+ 0g0(T sin fr’%in%?@g@ﬂ
N Y du. 9, 1 Ou
- il il 9 2= v YUy =
rzsinﬂ[smﬁa (r or )+819(51n 819)+8g0(sin198g0)]

i(?( 28U)+ 1 a(smé’ Gu) 1 @
r20r" or’ " r2sind 69 09’ " r2sin? 9 Op?

En dit klopt met (11) op bladzijde 8. Klaar!
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